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RESUMO

Determinamos, neste trabalho, as probabilidades transeuntes para o sistema de fila
de espera M|G|wo , sendo a origem dos tempos um instante em que se inicia um
periodo de ocupacdo. Pomos uma incidencia especial no estudo da média e da
variancia, como func¢des do tempo, da distribuicdo de probabilidade obtida. Joga
aqui um papel importante a fungdo de taxa de falhas do servico. Mostramos que este
sistema de fila de espera permite modelar situagdes de doenca e de desemprego,
sendo os resultados obtidos adequados ao seu estudo probabilistico.
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1. INTRODUCAO

Designa-se por M|Gleo um sistema de fila de espera a que os clientes chegam de acordo com
um processo de Poisson de taxa A, recebem um servigo que ¢ uma variavel aleatoria positiva com
fungio de distribuicio G() e média @ e, quando chegam, a cada um é imediatamente

disponibilizado um servidor para o atender. O servigo de cada cliente ¢ independente dos dos
outros clientes do processo de chegadas. A intensidade de trafego ¢ dada por p = A .

Sendo N (t)o nimero de servidores ocupados (ou, de modo equivalente, o numero de clientes

a serem servidos) no instante 7, num sistema M|G|oo, de acordo com (Takacs, 1962) tem-se,
pondo poy (1) = P[N(t)= n[N(0)=0] n=0,12,.. que

(ﬂ(t) [1 - G(V)]dv)n - Jl f(t) [1_ G(v)]d"

n=0,12,.. (1.1).
n!

pon\t)=

Portanto, a distribuig@o transeunte, sendo a origem dos tempos um instante em que o sitema

estd vazio, ¢ uma distribui¢do de Poisson de média M(t) [l ~G(v)hv.

A distribuigdo estacionaria ¢ dada pela distribui¢do limite tendo-se

o

lim pg,(t)=t—e P, n=12,. (1.2).
t—o0 n!

Este sistema de fila de espera , como qualquer outro, tem uma sucessdo de periodos de

ocupacdo e de periodos de desocupagdo. Um periodo de ocupagdo inicia-se quando um cliente

chega ao sistema encontrando-o vazio.



Seja pry = P[N(t)z n|N(0) = 1'1 n=0,12,..., significando N(0)=1' que a origem dos tempos
se considera um instante em que o cliente chega ao sistema, passando o numero de clientes a
serem servidos de 0 para 1 (ou seja: inicia-se um periodo de ocupagio).

No instante ¢ > 0 pode acontecer que:

- O cliente que chegou no instante inicial tenha abandonado o sistema, com
probabilidade G(), ou que continue a ser servido, com probabilidade 1-G{(t);

- Os outros servidores, que estavam desocupados na origem dos tempos, estejam
desocupados ou ocupados com 1, 2, ... clientes, com probabilidades dadas por
pon(t) n=012,....

Os dois subsistemas, o do cliente cliente inicial e o dos servidores inicialmente desocupados,
sdo independentes pelo que se tem

pro(t)= poo(t)G(e)
pin(t)= pon(t)G()+ pon—1(e)1-G(t)). n=12... (1.3).

Verifica-se facilmente que

n
lim pp,(t)=L—e"P, n=012,. (1.4).
t—>00 n!

Designando por ,u(l',t) e ,u(O,t) os valores médios das distribui¢des dadas por (1.3) e (1.1),
respectivamente tem-se que

u(l',t)= aprn(e)= TnG()poo(t)+ npon—1(e)1-Gle))=
n=l1 n=1 n=l1

8

= G(t)u(0,1)+(1-G(¢)) Z(j +1)po () = w(0,1)+ (1-G(¢)), ou seja

J

u(l',)=1-G(t)+ A[j[1-G(v )l (1.5).
Como

) ) )
Y n” pon(t)=G(t) Tn” pon(t)+(1-G(t) Xn”pop—1(t)=
n:O n:l I’I:l

:G(t)(,ﬁ(o,t)+ ﬂ(o,t))+(1_G(t))(yz(o,t)uy(o,t)ﬂ):

= ,uz (0,)+ (3-2G(¢))u(0,¢)+1-G(z), designando por ¥(I',¢) a varidncia asociada a distribuigdo
dada por (1.3), obtém-se

v(1,6)= 1(0,6)+G(t)- G2(¢) (1.6).

O nosso objectivo ¢é estudar ,u(l',t) e V(l’,t) com fungdes do tempo. Veremos que, no seu

comportamento como fun¢des do tempo, desempenha um papel importante a fungdo de taxa de
falhas do servi¢o dada por, ver por exemplo (Ross, 1983),

n(r)=—2 () (1.7)



em que g(.) ¢ a densidade asociada a G(.).

2. APLICACAO EM PROBLEMAS DE DOENCA E DE DESEMPREGO

Os sistemas M|GJoo sdo muito aplicados na modelagdo de situagdes praticas. Podem, a
proposito, consultar-se os trabalhos de (Carillo, 1991), (Ferreira, 1988), (Hershey, Weiss e Morris,
1981) e (Kelly, 1979). As que vamos apresentar aqui, para além do seu interesse 6bvio, tém a
particularidade de os resultados apresentados na sequéncia serem especialmente adequados ao seu
estudo probabilistico.

DOENCA

Neste caso os clientes sdo as pessoas que tém uma certa doenga. Chegam ao sistema quando
adoecem e o seu tempo de servico € o tempo durante o qual estdo doentes.

Um periodo de ocupacgdo inicia-se quando aparece a primeira pessoa com essa doenga (pode
ser o inicio de uma epidemia).

A taxa de falhas do servigo é a taxa a que os doentes se curam.

DESEMPREGO

Agora os clientes sdo os desempregados. Chegam ao sistema quando ficam desempregados e o
seu tempo de servigo ¢ o tempo durante o qual estdo desempregados.

Um periodo de desocupacdo é um periodo de pleno emprego. Um periodo de ocupagéo inicia-
-se quando aparece o primeiro desempregado.

A taxa de falhas do servico € a taxa a que os desempregados arranjam emprego.

Em ambos os casos se pode aplicar (1.3). Ha que verificar se as pessoas adoecem ou ficam
desempregradas de acordo com um processo de Poisson. E mais natural que esta hipétese falhe no
caso de desemprego. O inicio das epidemias ou dos periodos de desemprego consegue-se
determinar, actualmente, com bastante rigor.

Os resultados que vamos apresentar podem ajudar a prever a evolucao das situagdes.

Finalmente ha que ajustar as distribui¢des adequadas aos tempos de doenca e de desemprego.
Neste tltimo caso sera mais natural fazé-lo por ramos de actividade.

3.EsTUDO DE £(1',¢) COMO FUNCAO DO TEMPO

Proposicio 1:
Se G(t)<1, ¢>0, continua e diferenciavel e

h(t)< A, t>0 (3.1
u(I',¢) é ndo decrescente.

Demonstrac¢ao:
Basta notar, tendo em conta (1.5), que %,u(l',t) =(1-G())NA-h(t)).

Observacao:

- Se a taxa a que os servicos acabam for inferior ou igual a taxa de chegadas dos
clientes ,u(l',t) € ndo decrescente;

- Para o sistema M|[M]wo (3.1) é equivalente a



p=1 3.2).

- lim ,u(l',t)z P
t—0

Fazendo h(t)- A= p(t), B() qualquer, obtemos

G(t)z1—(1—G(0))e_b_j(t)ﬂ(u}ju,t > O,Mz -2 (3.3).
Temos entdo a
Proposicio 2:
Se =0
G(t)=1-(1-G0)e ™™, 120 (3.4)

e u(l,r)=1-G(0)=p, >0.
Vejamos agora expressoes de ,u(l',t) para algumas distribuigdes de servico particulares:

- Deterministica de valor o

w(l,))=11+ 0t < (3.5),
p.tza
- Exponencial
t
u(1,0)=p+(1-ple @ (3.6),
(1 —e‘/’J(z +p)
- G(t)zl ,t20-A<p< (Para esta colecgdo de

) ﬂe_p(e(i+ﬂ)t —1)—1—1 e -1

distribui¢des de servigo o periodo de ocupacdo tem distribuigdo exponencial com uma
concentracao de probabilidade na origem. Ver (Ferreira, 1998)).

u(l't)= ﬂe(;i:(;jﬂ(; i3)+ - +p- log(l + (e/’ —1)e‘(“ﬁ)t ) 3.7).

4.EsTUDO DE V' (I',1) COMO FUNCAO DO TEMPO

Proposicio 3:

Se G(t)< 1, t>0, continua e difenciavel e



h(t)> - A (4.1)

1-2G(t)
V(I',¢) ¢ nio decrescente.
Demonstrac¢ao:
Basta notar, tendo em conta (1.6), que

L (0.0)= 201-G(0)+ gle)-26(0)e(1) = A(1-Gl0) + 2()i-261(0)-
=(1-G(e))n(r)1-2G())+ 2).
Observacao:
- Obﬁmnmﬁe1—2GQ)<O¢>GQ)>%3t>O

- limVAL,H)=p.
t—o0

=0 obtemos a

Fazendo hlt)+

A
1-2G(r)
Proposicio 4:

Se G(.) for definida implicitamente como

F_G(t)ez(G(f)—G(O)) —e M50 (4.2)
1-G(0)
v(I',6)=p,t>0.
Observacao:
- A densidade asociada a (4.2) ¢ dada por
2 (1-G(0))

A O =e()

- A partir de (4.3), designando por S a varidvel aleatoria que lhe esta associada,

4.3).

. 1
mostra-se facilmente que, com G(0)> 5

(1 - G(O))”!e_z(l_G(O)) < E[Sn:| < M n=12,.. (4.4).
I (60)-p

Vejamos agora expressoes de V' (1',¢) para algumas distribui¢cdes de servigo particulares:

- Deterministica de valor

v(e)=3it<a (4.5),
p.tza

- Exponencial



; LA
V(l',t)zp[l—e_ 0‘]+e Aye a (4.6),

(1 - )(z +5) 1
ie_p(e(/1+ﬂ)t—l)+i ) - Se’o—l

- Gl)=1-

v(,)=p- log(l + (ep - 1)6_(/1+ﬂ)tj +

(1—e‘/’)(z+ B)
ﬂe—p(e(l+ﬂ)t —lj +A

+

A.7).

5. CONCLUSOES

Com um raciocinio probabilistico simples, determinamos as probabilidades transeuntes para o
sistema M|Gloo , sendo a origem dos tempos um instante em que se inicia um periodo de ocupagao.
Basta condicionar a duragdo do servigo do primeiro cliente a chegar ao sistema.

Foi possivel estudar o comportamento de u(1',¢) e V(1',f), como fungdes do tempo,

desempenhando aqui um papel importante a fung@o de taxa de falhas do servigo.

Mostramos que este sistema sistema permite modelar situagoes de doenga e de desemprego,
sendo as dificuldades de aplicacdo pratica as usuais quando se aplicam modelos tedricos a
situagdes reais.
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