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RESUMEN

Analizamos un sistema de colas M /M /1 con demandas repetidas, fallos del servi-
dor y reparaciones. La demanda servida durante la averia del servidor espera
hasta que finaliza la reparacién para continuar su servicio. Tanto los tiempos
de vida del servidor como los de reparacién son generales. Estudiamos las pro-
babilidades estacionarias, las distribuciones de los tamanos de la érbita y del
sistema, ademas de algunas medidas de realizacién. Finalmente, hallamos la
descomposicién estocdstica para el tamano de nuestro sistema y como consecuen-
cia proporcionamos estimaciones inferiores y superiores de la distancia entre las
distribuciones estacionarias de nuestro modelo y el correspondiente modelo sin
demandas repetidas.
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1. INTRODUCCION

Los sistemas de colas con demandas repetidas desempenan un papel importante en el
andlisis de redes de comunicaciones computacionales, asi como en sistemas de comunica-
ciones. La caracteristica fundamental de estos sistemas es que las demandas que al llegar
encuentran el servidor ocupado se unen a un grupo de demandas insatisfechas (llamado
6rbita) para, tras un tiempo aleatorio, intentar de nuevo obtener su servicio. Para una re-
visién detallada de los principales resultados y literatura sobre este tema pueden consultarse
Artalejo (1999) y Falin y Templeton (1997).

Una circunstancia notable e inevitable en la funcién de servicio de un sistema de colas
es su averia y consecuente reparacién. Sin embargo, en la mayoria de los estudios existentes
sobre modelos de colas, se supone que el servidor estd siempre disponible, aunque esta
suposicién es evidentemente poco realista. De hecho, las interrupciones del servicio debido
a averfas del servidor ocurren en la practica. Por supuesto, hasta que se recobra la funcién
de servicio, los tiempos de espera de las demandas en el sistema aumentan.

Pese a que los sistemas de colas con demandas repetidas y averias del servidor tienen
muchas aplicaciones practicas de gran interés, hasta ahora basicamente sélo se han tratado
modelos donde o bien la averfa se produce justo al comenzar el servicio (vea por ejemplo
Atencia et al. (2003)) o bien el tiempo de vida del servidor es exponencial (vea Wang et al.



(2001)). En este trabajo se analiza un sistema de colas M/M /1 con demandas repetidas en
el cual el servidor estd sujeto a fallos y su tiempo de vida sigue una distribuciéon general.
Para consultar la versién de nuestro sistema en tiempo discreto remitimos al lector a Moreno
(2003).

En la siguiente seccién, damos la descripcién matematica del sistema de colas bajo es-
tudio. En la seccién 3, estudiamos la distribucién estacionaria de nuestro sistema de colas,
las distribuciones del nimero de demandas en la érbita y en el sistema, asi como mostramos
algunos indices de productividad. Finalmente, en la seccién 4, presentamos la propiedad de
descomposicién estocastica para el tamano de nuestro sistema y como consecuencia damos
cotas de la proximidad entre las distribuciones estacionarias de nuestro sistema de colas y
su correspondiente sin demandas repetidas.

2. DESCRIPCION DEL SISTEMA

Consideremos un sistema de colas con un dnico servidor donde las demandas llegan segin
un flujo de Poisson de intensidad A. Si el servidor estd libre en el momento de una llegada
externa, esta demanda comienza a servirse inmediatamente. Por el contrario, las demandas
que al llegar encuentran el servidor ocupado, abandonan el area de servicio, pero después
de un tiempo aleatorio repiten un intento para conseguir servicio. Esas demandas que estan
esperando para solicitar su servicio se consideran en drbita. Suponemos que los tiempos
entre reintentos de cualquier demanda son independientes y distribuidos exponencialmente
con intensidad -y (politica de reintento clasica). Los tiempos de servicio son independientes y
exponencialmente distribuidos con media ! . Por supuesto, cualquier demanda abandona
el sistema después de completar su servicio.

El servidor puede que se averie mientras sirve demandas y cuando ésto ocurre se envia
directamente a reparar. La demanda que estaba sirviéndose durante la averia espera hasta
que se repara el servidor para completar su servicio. Suponemos que los tiempos de vida del
servidor siguen una ley general A(z) con transformada de Laplace-Stieltjes a(s). Los tiem-
pos de reparacién estdn gobernados por una distribucién arbitraria B(x) con transformada
de Laplace-Stieltjes 8(s) y momentos de n-ésimo orden respecto al origen [, . Indudable-
mente, el servidor funciona correctamente después de la reparacion.

Suponemos que el flujo de llegada de demandas, los intervalos entre reintentos, los tiem-
pos de servicio, los tiempos de vida del servidor y los tiempos de reparaciéon son mutuamente
independientes.

En un momento arbitrario ¢, el sistema puede describirse por el proceso

X(t) - (C(t)' N(t)vgl(t)aéé(t))

donde C(t) denota el estado del servidor (0, 1 o 2, seglin que en el momento ¢ el servidor
esté libre, ocupado o averiado) y N(t) es el nimero de demandas en la érbita. Si C(t) =1,
£1(t) representa el tiempo transcurrido de vida del servidor. Si C(t) = 2, £2(t) simboliza el
tiempo transcurrido de reparacién del servidor.

3. ANALISIS DE LAS PROBABILIDADES ESTACIONARIAS

En esta seccién estudiamos la distribucién conjunta del estado del servidor y el niimero de
demandas repetidas en el régimen estacionario. Consideremos las siguientes probabilidades
limite

Po,, = lim P[C(t)=0,N(t)=n], n>0

t—oo



y las densidades de probabilidad limite

Pin(x) = lim P[C(t) =4, N({t)=n,z <&(t) <z +dz]; i=1,2, n>0, x>0.

t—o0o

Por el método de la variable suplementaria, ficilmente obtenemos el sistema de ecua-
ciones de equilibrio

(tnmn = 4 [ prale)des n>0 W)
0

%pm(x) = —PMtpta@)]pia(@)+ (1 —bn)Apin_i(z); >0, 2>0 (2)

%Pm(x) = —[A+0(@)]p2n(z) + (1 —80n) AP2n—r(x); n>0, >0 (3)

donde las funciones a(x) y b(z) son las intensidades de completacién condicional (en el mo-
mento z) para los tiempos de vida del servidor y los tiempos de reparacién respectivamente,
es decir,

A'(z) B'()
= b =
=1 ¥ "= 1T5m
Las condiciones de frontera son
P10 = Aot (1 DI p0r + [ paa(e)dade, 020 (1)
0
p2n(0) = / pin(z)a(z)dr, n>0. (5)
0

Para resolver el sistema de ecuaciones (1) — (5), definimos las siguientes funciones gene-
ratrices

PO(Z) = Zpo,n Zn; PL'(.%',Z) - sz,n($) Zn, i=1,2.
n=0 n=0

Mediante las funciones generatrices previas, el sistema de ecuaciones de equilibrio (1)—(5)
se transforma en

ARG e B~ u [ P (6)
0

a—iPl(x,z) = —[A=Az4+p+ta@))Pi(z,2), x>0 (7)

%Pg(x, z) = —[A=Az+40bx)] P(z,z), x>0 (8)

Pi(0,2) = APy(2)+vyPj(2) + /000 Py(z,2)b(z) dx (9)

]DQ(O7 Z)

/000 Py(x, 2)a(z) dx. (10)

Las soluciones de las ecuaciones diferenciales (7) — (8) son

Pi(z,z) = Pi(0,2)[1 — A(z)]e" O AH0)e
PQ(ZE,Z) = ]DQ(O7 Z) [1 —B(gg)]e_()‘_)‘Z)W.



Sustituyendo las ecuaciones precedentes en las ecuaciones (6) y (9) — (10) llegamos a

AP() +72 Py(z) = u%;§2l3m2> (1)
PU0.2) = APo(2)+ 7 Pi(2) + B () Pa(0.2) (12)
P0.2) — a*(:)Pi(0,2) (13)

donde hemos definido las funciones auxiliares
()= a(—Az+p) v B(2) =B —Az).

Sustituyendo las ecuaciones (12) — (13) en la ecuacién (11) obtenemos la siguiente
ecuacién diferencial

A pll—an(2) B (2)] + 0" (2) HEE
V1 pzll—ar(z) 5 (2)] - a(z) HEE

donde p = A\/u es la carga del sistema. Resolviendo esta ecuacién diferencial se obtiene

z *Od* u * " a* 175*(,“)
%@)fmnem{%A pll— o (u) B*(w)] + a*(u) d}

Py(z) = Po(z) (14)

1—pull —a*(u) B*(u)] — a*(u) 1“—5(“)

1—u

donde la constante Py(1) se hallard mds adelante.
Eliminando Fj(z) al combinar las ecuaciones (12) — (14) nos queda

pPA— Az p) Po(2)

1—pz[l—a(2) B*(2)] — a*(z) 22
p(A =Xz +pa’(2) Rol2)
1—pz[l—a%(z) 3(2)] — o () 522

El siguiente lema nos proporciona una condicién bajo la cual las funciones generatrices
estdn bien definidas en [0,1) y en z = 1 se extienden por continuidad.

Pi(0,2) =

PQ(OVZ) =

ﬁ()

z
1—

Lema 1 La desigualdad pz[1— a*(2) 5*(2)] + o™ (z) 1_%87(“) < 1 se verifica para 0 < z < 1
a(p)
a(u) *

sty sélo sip<1— AP 1=

Finalmente, a partir de la condicién de normalizacion, se determina la incégnita

Po(l)zl—/\ﬁl%—ﬂ

Puesto que Py(1) > 0, tenemos que p < 1 — A es una condicién necesaria para la

a(p)
T ) 1—a(p)
estabilidad de nuestro sistema.

Los resultados de esta seccién quedan resumidos en el siguiente teorema.

Teorema 1 La distribucion estacionaria del proceso {X(t),t > 0} viene dada por las fun-
ciones generatrices

o z 1— a*(u) 8*(u a*(u —175*(1!)
Aol — 1A51Tj%%5p}wp{3z‘ Pl a*(w) B*(w)] + 0 ()
p(A—Az+ p) Po(2) [
1—pz[l—ar(z) f*(2)] - a*(2) 22
Py(z,2) = pA_ Azt ez ol
’ 1—pz[l—a*(z)8*(2)] — a*(z) 52

Pi(z,2) = 1 A(z)]e A Aztme

3 (z) [1 o B($)] ei(/\iAZ)m

z
1—

T pull e ) 8-l () S

)



donde
() =a(A=Az+p) y F(z)=B(A—Az).
Si en los casos C(t) € {1,2} no tenemos en cuenta respectivamente el tiempo de vida

del servidor transcurrido €1(t) nt el tiempo de reparacion transcurrido £2(t), entonces las
correspondientes funciones generatrices vienen dadas por

Pi(z) = P =Xzt p) Po(2) 1 a(2)
2l —a(2) 0 ()] — " (2) T A=Az +
Py(z) = pA— Azt par(z) Bo(2) 1-8°(2)

1= pz[l—a*(2) *(2)] — 0" (2) THEE A= Xz

z

Corolario 1

(1) La funcidn generatriz de probabilidad del tamaiio del sistema (es decir, de la variable
L) viene dada por
[1—a*(2)] Po(2)

1= pz[l —a*(2) B°(2)] — a*(z) 122

(2) La funcion generatriz de probabilidad del tamano de la drbita (es decir, de la variable
N ) viene dada por

(p—pz+ 11l —a*(2) 3*(2)] Po(2)

1—p2[l—a*(2) f*(2)] — a*(z) 22L&

R(z) = Po(2) + P1(2) + Pa(2) =

Corolario 2

(1) La probabilidades de que el servidor esté desocupado, ocupado o averiado son respecti-
vamente

—p P1) = p, Py(1) = A5 —2U

Py =1 Ap 2 T—alp)

a(p)

(2) Los tamatios medios del sistema y de la drbita son respectivamente

R RV N C T B E O S S Y0
Bl T RO Y T T @ AL T aP A
EIN] = BIL] - [1- Ry(1)].

(3) El tiempo medio que una demanda pasa en el sistema viene dado por W = E[L]/X.

4. DESCOMPOSICION ESTOCASTICA

En esta secciéon damos una ley de descomposicion estocdstica para el tamano del sistema,
cuya funcién generatriz de probabilidad puede escribirse como

1 AB T2l 10t (2)] Py(2)
) = e 60 Cor(e) SEE R

Como consecuencia de esta propiedad tenemos el siguiente teorema.



Teorema 2 FEl nidmero total de demandas en el sistema bajo estudio puede expresarse como
la suma de dos v.a.i.: una de las cuales es el numero total de demandas en el sistema de
colas M/M/1/oo con servidor poco fiable y tiempo general de vida del servidor, y la otra es
el numero de demandas repetidas en nuestro sistema dado que el servidor estd desocupado.

Notamos que esperdbamos que nuestro sistema tuviera esta propiedad, ya que los periodos
de desocupacién del servidor pueden interpretarse como vacaciones del servidor. Por tanto,
la ley de descomposicidn estocdstica para nuestro sistema es consistente con la presentada
por Fuhrmann y Cooper (1985) para los modelos de colas M/G/1 con vacaciones del servi-
dor.

Como consecuencia de la propiedad de descomposicidn estocastica, derivamos una medida
de la proximidad entre las distribuciones estacionarias de nuestro sistema y el sistema de
colas M/M/1/o0 con servidor poco fiable y tiempo general de vida del servidor (L., ). La
importancia de las siguientes cotas es proporcionar estimaciones inferiores y superiores de
la distancia entre ambas distribuciones.

Teorema 3 Se verifican las siguientes desigualdades

= . ) Po(1) —poo
2[Po(1) ~ ool < 3 IPIL = j] - PlLo = ] < 22100
= Po(1)
La idea de la demostracién de este teorema puede encontrarse en Artalejo (1998).
Finalmente, observamos que la distancia > 7 |P[L = j] — P[Lo = j]| entre las dis-
tribuciones de las variables L y L, decrece cuando v — oo (alta intensidad de reintentos).
La alta intensidad de reintentos es de especial interés practico en la vida real, ya que las
demandas que encuentran el servidor ocupado repiten sus “llamadas” casi inmediatamente.
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