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RESUMO

Neste artigo, estudiamos situaciéns nas que un conxunto de axentes ou xogadores
estdn divididos en distintos grupos (estructura coalicional). Supofiamos que os
axentes poden decidir deixa-lo grupo 6 que pertencen e irse por libre. Imos
estudiar as estructuras coalicionais que aparecen en equilibrio.

Palabras e frases chave: valor de Shapley, valor de Owen, xogos cooperativos, estructura
coalicional.

Clasificacién AMS: 91A10, 91A12.
1. INTRODUCCION

Un xogo describe unha situacién conflictiva entre un nimero de axentes ou xogadores.
Inda que os xogadores poidan ter intereses independentes, é frecuente que poidan beneficiarse
dunha hipotética cooperacién entre eles. Neste sentido, os xogos poden ser cooperativos ou
non cooperativos.

En xogos non cooperativos, as regras (estratexias dispoiiibles para cada un dos xogadores,
orden no que moven, informacién acerca de movementos anteriores, pagos ¢ final do xogo,
etc.) estdn rigurosamente especificadas, e os xogadores actian de forma que maximizan o
seu pago final. Unha solucién de este tipo de xogos é por exemplo o equilibrio de Nash, no
que a estratexia dos xogadores é tal que ningin xogador gana desvidndose.

Un clésico exemplo é o seguinte, conecido como dilema do prisioneiro. Temos dous
xogadores A e B. O xogador A escolle unha fila da seguinte matriz, e (simultaneamente) o
xogador B escolle unha columna. O nimero da esquerda é o pago 6 xogador A, e o nimero
da dereita é o pago 6 xogador B.

(3,3) (0,6
[ (6.0) (L1) } |

O 1inico equilibrio de Nash de este xogo é que o xogador A escolle segunda fila e o xogador
B escolle segunda columna. Asi, o valor do xogo é (1,1). Mais informacién sobre o dilema
do prisioneiro pédese atopar por exemplo en Heylighen (1995).

En xogos cooperativos, suponse que os xogadores dispofien de mecanismos (por exemplo,
un contrato) para coordina-las sias estratexias e aumentar o seu pago final agregado. Asi,
un xogo cooperativo estd especificado mediante unha funcién (funcién caracteristica) que
asigna a cada posible coalicién de xogadores o pago que poden acadar por eles mesmos
sen a axuda dos demais xogadores. Se os xogadores A e B do exemplo anterior tiveran



mecanismos para acordar xogar coordinadamente, a funcién caracteristica resultante teria a
seguinte forma:

v(@) = 0
v(A) = 1
v(B) = 1
v(AB) = 6.

O valor de Shapley (Shapley, 1953) é unha solucién que suxire un reparto de pagos en
x0gos cooperativos. Este valor é simétrico (xogadores simétricos reciben o mesmo) e eficiente
(os xogadores reparten o maximo valor que poden acadar por se mesmos). Polo tanto, o
valor de Shapley do xogo anterior é (3, 3).

Vexamos outro exemplo con tres xogadores {1,2,3}. Estes xogadores poden repartirse 1
euro a condicién de que todos eles estén de acordo con este reparto. Polo tanto, chamaremos
a este xogo o xogo de unanimidade. A funcién caracteristica é:
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O valor de Shapley de este xogo é, por suposto, 1/3 para cada xogador.

Sen embargo, son frecuentes as situaciéns nas cales os axentes estdn agrupados en dous
ou mais coaliciéns a priori. O valor de Owen (Owen, 1977) pédese utilizar nestas situaciéns.
Baixo as premisas de Owen, cada coalicién actiia coma se fora un dnico xogador, obtendo o
seu valor de Shapley e redistribuindoo entre os seus membros.

Unha das consecuencias deste procedemento é a desvantaxe de pertencer a unha coali-
cién dada. Un exemplo desta desvantaxe pédese apreciar no xogo de unanimidade con 3
xogadores. Se dous xogadores actian coma un sé, é negociar co terceiro xogador temos un
xogo de unanimidade con 2 xogadores. Polo tanto, o valor de Shapley suxire 1/2 euros para
cada un. Polo tanto, os dous xogadores asociados obtefien un pago total de 1/2 por 2/3 que
obterfan de presentarse individualmente.

Neste artigo, imos suponer que os xogadores tenen a opcién de deixa-la coalicién & que
pertencen nunha etapa previa. Despois de esta etapa, o valor do xogo coa (posiblemente
modificada) estructura coalicional repértese segundo o valor de Owen. Temos asi un xogo
non cooperativo a partir dun xogo cooperativo.

Hart e Kurz (1983) proponen tamén un mecanismo onde os xogadores simultaneamente
escollen a coalicién 4 que queren pertencer. Aumann e Myerson (1988) permiten que os
xogadores decidan se establecen unha coalicién entre eles. A diferencia de estes artigos,
neste traballo consideramos que as coaliciéns xa estdn exésenamente dadas. A negociacién
serd en torno a manter estas coaliciéns.

En particular, estudiamos o caso de unha tdnica gran coalicién.

2. NOTACIONS

Definimos un zogo cooperativo como un par (N, v) con un conxunto finito de zogadores
N = {1,2,....,n} e unha funcién caracteristica v : 2¥ — R con v((}) = 0.



Dada unha coalicion T C N, definimos o zogo de unanimidade (N,ur) con soporte T
como o xogo cooperativo dado por

1 seT CS
0 noutro caso.

ur (5) = {
Dado v, existe (A1), con Az € R para todo T' C N tal que

v(8) = Arur(S)

para todo S C N.

Unha estructura coalicional sobre N é unha particion do conxunto de xogadores P =
{51,...,5p}. O zogo cociente de v sobre P é o xogo v/P definido a partir de v cando as
coaliciéns actian como xogadores individuais. Polo tanto:

(v/P)(B) = ) v(S,)

S,€B

para todo B C P.

Denotamos por CTU(N) o conxunto de xogos (INV,v, P) sobre N con estructura coali-
cional.

Consideraremos o valor de Owen como unha solucién do xogo. Sexa II o conxunto de
téda-las permutaciéns dos elementos de N. Dicimos que m € IIé compatible con P se os
membros da mesma coalicién estdn xuntos. Denotamos por IIp C II o conxunto de téda-las
permutaciéns compatibles con P. Isto é, m € Ilp se e solo se verifica:

Vi, j € Sq€ PVEe N (i) < m(k) <7(j) = ke S,.
Dado 7 € II, definimos
Pr(i,m):={j e N:7(j) <7(i)}

como o conxunto de predecesores de i con respecto a 7.
O walor de Owen é unha aplicacién ® : CTU(N) — RY definida como sigue:

o,(P) = ﬁ Z [v(Pr(i,m) U{i}) —v(Pr(i,m))].

Como estamos mais interesados en estudiar un xogo fixo e unha estructura coalicional
variable, usamos o término ®(P) en lugar do madis longo ®(N, v, P).

Unha caracterizacién do valor de Owen é presentado por Owen (1977) como sigue. O
valor de owen ¢ a tnica funcién ® : CTU(N) — RY verificando os seguintes axiomas:

1. Eficiencia: Y ®;(P) = v(N) para todo (N,v, P) € CTU(N).
iEN

2. Simetria en cada union:
v(SU{i}) =v(SU{j}),VS C N\{i,j} = ®:i(P) = &;(P)

para todo i,j € Sq € P, i # j.



3. Simetria no xogo cociente:

(v/P)(BU{S,}) = (v/P)(BU{S,}),¥B C P\{S;, 5.} = > ®i(P)= > ®x(P)
i€S, keS,

para todo Sq, S, € P, Sy # 5.

4. Xogador nulo:
v(SU{i}) =v(S),¥S C N\{i} = &;(P)=0
para todo ¢ € N.
5. Aditividade:

O(N,v+w,P) =P(N,v,P)+ ®(N,w, P)

para todo (N, v, P), (N,w, P) € CTU(N); sendo v+w o xogo definido por (v + w) (S) =
v (S) 4+ w(S) para todo S C N.

3. O XOGO NON COOPERATIVO

No noso xogo non cooperativo, a estratexia de cada xogador consiste en duas alternativas:
deixar a sta coalicién ou non. Dada unha estructura coalicional P, baixo calquera conxunto
de estratexias, aparece unha nova estructura coalicional. Definimos v : N — 2V como unha
funcién que asigna a cada i € N un estado, 0 ou 1, que determina se o xogador 4 decide deixa-
la sta coalicién (valor 0) ou permanecer nela (valor 1).Chamamos a y una configuracion de
estraterias. Denotamos por P, a estructura coalicional resultante. Isto é:

S, € P: S, ={ie€ S, (i) =1}
S, € Py = ou
Sqg={i}en(1) =0

O pago final para os xogadores é dado polo valor de Owen baixo esta estructura coalicional
o (Py).

Por exemplo, no xogo de unanimidade con tres xogadores {1, 2, 3} e estructura coalicional
{{1,2},{3}}, o xogador 3 & un xogador pasivo, xa que é o unico xogador na sia coalicién.
O xogo en forma matricial entre os xogadores 1 e 2 ven dado por

(1/3,1/3) (1/3,1/3)
(1/3,1/3)  (1/4,1/4) |

Dada una configuracién de estratexias v, dicimos que P, deriva de P, e é unha estructura
coalicional derivada. Dicimos que dias funciéns v e v son adzacentes a través de i € N, e
denotdmolo por v ~; 7/, se ¥(j) = v/ (j) para todo j € N\{i}e v(i) # /(7). Dicimos entén
que 7 é o enlace entre v e . Dicimos que v e ¥’ son adzacentes, e denotdmolo por v ~ ~', se
existe un enlace i € N tal que v ~; 7'. Duas estructuras coalicionais derivadas P, e P, son
adxacentes a través de 7 se as stias respectivas funciéns v e 7/ son adxacentes a través de 1.
Ademais, P, e P, son adxacentes se existe un enlace ¢ tal que P, e P,/ son adxacentes a
través de i. Denotamos esto por P, ~; P, e P, ~ P,/, respectivamente.



Noétese que duas estructuras coalicionais adxacentes derivadas poden ser iguais. Por
exemplo, sexa N = {1,2}, P = {N}, v(i) = 0 Vi, 7/(1) = 0, 4/(2) = 1. Entén, P, ~ P, e
Py =Py ={{1},{2}}.

Buscamos estructuras coalicionais que sexan estables no sentido de que ningin xogador
i € N poida mellorar o seu pago final cambiando o seu valor (7). Sen embargo, sempre
existe un equilibrio como este: Dado (i) = 0 para todo ¢ € N, ningtin xogador pode
mellorar o seu pago final, xa que a estructura coalicional resultante non varia. Polo tanto,
faremos unha modificaciéon no noso equilibrio para evitar este tipo de equilibrio trivial.

Facemos a seguinte restricciéon sobre as estructuras coalicionais v: Nunha estructura
coalicional derivada, debe existir al menos un xogador por coalicién que escolle permanecer
a el. Isto é, unha configuracién estratéxica v : N — 2V é admisible para P se, para cada
Sy € P, existe como minimo un xogador ¢ € S, tal que v(i) = 1. Denotamos por I'p o
conxunto de funciéns v admisibles para P.

Notese que a configuracion estratéxica 7’ no exemplo anterior non ¢ admisible para P.
Con esta restriccién, podemos asegurar que duias estructuras coalicionais adxacentes son
diferentes.

Chamamos un camifio sobre P a unha lista ordeada de estructuras coalicionais & =
{70,715 --»Ym } admisibles para para P tal que y;,_; ~ v; para l = 1,...,m. Se v,, = 7o,
dicimos que & é un caminio pechado. Sexa {ii,i2,...,4m} 0 conxunto de enlaces entre as
estructuras coalicionais. Isto é, v ~;, v, paral =1,...,m. Sexa {Py, P, ..., P, } a estructura
coalicional coalicional derivada de . Isto é, P, = P,, paral=0,1,...,m.

Chamamos o gradiente de & & cantidade:

v (9) = Z (93, (P) = ¢, (P1)] -

=1

Notese que cada término representa a cantidade que cada enlace ¢; € N mellora (ou
empeora, se é negativa) o seu pago final cando a estructura coalicional cambia de v,_; a v;,
que é o cambio que este xogador é capaz de facer.

Nos nosos resultados, consideramos estructuras coalicionais derivadas de N := {N}.
Esto significa que nunha estructura coalicional existe unha tnica “coalicién grande” que
pode ter dous ou mais membros, e o resto son coaliciéns de un so membro.

As demostraciéns dos seguintes resultados pédense atopar en Vidal Puga (2003).

Proposiciéon: Para estructuras coalicionais derivadas de N, o gradiente de calquera
camino pechado ¢é 0.

Dadas duas estructuras estratéxicas v,y € I'p, chamamos gradiente de v’ con respecto
a 7y 6 gradiente de calquera camino de v a 7'. Este valor estd ben definido: Supofiamos que
existen dous caminos & = {v,71,72, - Ym =7} ¢ S = {7,71,7%, .7, = 7'}. Entén, o
camino pechado S = {v, V1, Ya; s Yoms Vi—1s > V1, Y} ten o seu gradiente 0 e 0 = Vv (J”) =
v (S) — v (F). Polo tanto, Vv (¥) = v (T).

Teorema: Para estructuras coalicionais derivadas de N, existe como minimo un equi-
librio de Nash con estratexias puras.

4. CONCLUSION

O gradiente pode suxerir unha forma de medir a “estabilidade” da estructura coalicional
trivial “todos xuntos”. Sexa 7, a estructura estratéxica “todos xuntos”. Isto &, v, (i) =1
para todo i € N. Sexa 7, a estructura estratéxica “todos separados”. Isto &, v, (i) = 0 para
todo i € N. No xogo de unanimidade con 3 xogadores, o gradiente de v; con respecto a



vo € 1/4. Neste caso, o incentivo dos xogadores a deixa-la coalicién é positivo. No xogo de
maiorfa simple con 3 xogadores (isto é, repartimos 1 euro entre tres xogadores se dous deles
acordan como facelo), o gradiente de v, con respecto a v, ¢ —1/2. Neste caso, non existe
incentivo a deixa-la coalicién.
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