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RESUMEN

En Meca et al. (1999) y en Meca (2000) se definen y se caracterizan axiomática-
mente dos reglas de reparto para las clases de juegos de inventario y de juegos de
mínimo coste de almacenamiento: la SOC-rule y la regla Proporcional Mínimo
Cuadrática. En este artículo vamos a introducir dos nuevas caracterizaciones
para estas reglas utilizando propiedades de no manipulabilidad, basadas en la no
manipulabilidad definida por de Frutos (1999).
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1. INTRODUCCIÓN

En una situación de coste de inventario, un grupo de empresas N = {1, . . . , n} se pone
de acuerdo para realizar conjuntamente los pedidos de un determinado producto necesario
para todas ellas. Así estas empresas gastarán a unidades monetarias en vez de na cada vez
que realicen un pedido (a > 0 es el coste fijo por realizar un pedido). Cada empresa i, si
hace sus pedidos sola, realizará m̂i ≥ 0 pedidos por unidad de tiempo, y el coste medio de
inventario mínimo que tienen que pagar las empresas será

2a

√∑

i∈N

m̂2
i .

Denotaremos por (N, a, m̂) una situación de coste de inventario, donde m̂ = (m̂1, . . . , m̂n).
A partir de una situación de coste de inventario de este tipo definimos el juego de inventario
(N, c) como

c(S) = 2a

√∑

i∈S

m̂2
i para todo S ⊂ N, S 6= ∅

y c(∅) = 0. Obsérvese que c2(S) =
∑

i∈S c2({i}) para todo S ⊂ N, S 6= ∅.
Denotaremos por I(N) a la clase de juegos de inventario con conjunto de jugadores N ,

y por I a la clase de juegos de inventario con cualquier conjunto finito de jugadores.
En Meca et al. (2000) se define la SOC-rule, σ, como una regla de reparto del coste

medio de inventario mínimo. Esta regla σ propone que cada empresa i pague

• una parte del coste fijo de pedido proporcional al cuadrado c({i})2 de sus costes indi-
viduales.



• su propio coste de almacenamiento y de déficit (si lo hay).

De este modo a cada juego (N, c) ∈ I, la SOC-rule, σ, le asigna a cualquier i ∈ N la cantidad

σi(N, c) =
c({i})2
c(N)

.

En una situación de mínimo coste de almacenamiento, un grupo de empresas N se pone
de acuerdo para realizar conjuntamente los pedidos de un determinado producto necesario
para todas ellas y para almacenar el producto en un almacén que tenga el mínimo coste de
almacenamiento. Estas empresas gastarán a unidades monetarias en vez de na cada vez que
realicen un pedido (a > 0 es el coste fijo por realizar un pedido) y pagarán hN = mini∈N hi

por cada unidad de producto almacenada durante una unidad de tiempo (hi > 0 es el coste
de almacenar una unidad de producto durante una unidad de tiempo en el almacén de la
empresa i). En esta nueva situación el coste medio de inventario mínimo que tienen que
pagar las empresas será

2a

√∑

i∈N

difi(hN )

donde fi es una función que es diferente según el modelo de inventario con el que estemos
trabajando (EOQ, EOQ con déficits, EPQ o EPQ con déficits) y di > 0 es la demanda del
producto por unidad de tiempo para la empresa i. Denotaremos por (N, a, {di, hi, fi}i∈N )
una situación de mínimo coste de almacenamiento. A partir de una situación de mínimo
coste de almacenamiento de este tipo definimos el juego de mínimo coste de almacenamiento
(N, c) como

c(S) = 2a

√∑

i∈S

difi(hS) para todo S ⊂ N, S 6= ∅

y c(∅) = 0.
A partir de ahora, denotaremos por MCA(N) a la clase de juegos de mínimo coste de

almacenamiento con conjunto de jugadores N y porMCA a la clase de los juegos de mínimo
coste de almacenamiento con cualquier conjunto finito de jugadores. También supondremos,
sin pérdida de generalidad, que si (N, c) ∈MCA(N), entonces h1 ≤ h2 ≤ . . . ≤ hn.

En Meca (2000) se define la regla proporcional mínimo cuadrática (PMC) como el reparto
proporcional al cuadrado de los costes individuales en la gran coalición, es decir

πi(N, c) =
cN ({i})2

c(N)
para todo i ∈ N

dónde (N, cN ) es el juego de coste definido por

cN (S) =
√∑

i∈S

2adifi(hN ) para todo S ⊂ N, S 6= ∅

y cN (∅) = 0. Nótese que cN (N) = c(N). A Este juego le llamaremos juego de coste en la
gran coalición.

Para estudiar más sobre estas clases de juegos, sobre la SOC-rule y sobre la regla PMC
ver Meca et al. (1999, 2000).



2. SOC-RULE Y NO MANIPULABILIDAD

Los trabajos dedicados al desarrollo formal de los juegos de inventario han intentado
buscar soluciones o reglas de reparto que asignen a cada juego de inventario un buen reparto
del coste total entre las empresas. Aquí estudiamos reglas de reparto sobre la clase de juegos
de inventario que sean inmunes ante manipulaciones de las empresas ya sean debidas a que un
grupo de empresas se unen (o fusionan) para formar una única empresa, o bien una empresa
se separa en varias subempresas repartiendo sus parámetros de una forma razonable.

Definición 1 Una regla de reparto ψ definida en la clase I satisface la Propiedad de No
Manipulabilidad (PNM) si para todo par de juegos de coste de inventario (N, c) ∈ I(N), y
(L, c′) ∈ I(L) se verifica la siguiente condición. Si existe un subconjunto no vacío de N ,
S ⊂ N , e iS ∈ L tales que L = (N \ S) ∪ {iS}, c′({iS}) = c(S), y c′({j}) = c({j}) para todo
j ∈ L \ {iS}, entonces

ψiS (L, c′) =
∑

k∈S

ψk(N, c).

Vamos a caracterizar la SOC-rule utilizando la nueva propiedad de no manipulabilidad.
Para ello vamos a demostrar primero una propiedad que cumplen las reglas de reparto
eficientes y no manipulables sobre la clase de juegos de coste de inventario. Esta propiedad
dice que estas reglas de reparto asignan un reparto a cada empresa i ∈ N que no dependerá
de los costes asociados al resto de coaliciones de N distintas de la coalición {i} y de la
coalición total N .

Proposición 1 Sea ψ una regla de reparto para la clase de juegos de coste de inventario. Si
ψ verifica las propiedades de no manipulabilidad y eficiencia, entonces para todo (N, c) ∈ I
y todo i ∈ N , ψi(N, c) sólo depende de c(N)2 y de c({i})2.
Demostración. Tomamos (N, c) ∈ I e i ∈ N . Supongamos que todas las empresas
en N \ {i} deciden unirse en una única empresa j. Obtenemos una nueva situación de
inventario (L, c′) donde L = {i, j}, c′({j}) = c(N \ {i}) y c′({i}) = c({i}) . Como ψ verifica
la propiedad de no manipulabilidad

ψj(L, c′) =
∑

k∈(N\{i})
ψk(N, c).

Esto unido a la eficiencia de ψ da lugar a que ψi(N, c) = ψi(L, c′).
Por otro lado ψi(L, c′) sólo depende de c′(L)2 y de c′({i})2, ya que L es un conjunto de

dos empresas, i y j, y c′(L)2 = c′({i})2 + c′({j})2.
En consecuencia, ψi(N, c) sólo depende de c(N)2 y de c({i})2.

Para acabar esta sección probamos que la SOC-rule es la única regla eficiente y no
manipulable.

Teorema 1 La SOC-rule, σ, es la única regla de reparto sobre la clase de juegos de coste
de inventario que verifica las propiedades de eficiencia y no manipulabilidad.

Demostración. Se puede comprobar fácilmente que la SOC-rule verifica las propiedades
de eficiencia y de no manipulabilidad.

Supongamos que la regla de reparto ψ verifica las propiedades de eficiencia y no mani-
pulabilidad. Por la proposición 1, se verifica que para cada (N, c) ∈ I

ψi(N, c) = f(c(N)2, c({i})2) para todo i ∈ N.



Debido a que ψ verifica la propiedad de no manipulabilidad, f es lineal en la segunda
componente. Entonces se puede escribir

f(c(N)2, c({i})2) = g(c(N)2) · c({i})2.

Y por eficiencia obtenemos que g(c(N)2) = 1/c(N). Por tanto

ψi(N, c) =
c({i})2
c(N)

= σi(N, c) para todo i ∈ N y todo (N, c) ∈ I.

Esta caracterización está ajustada ya que si eliminamos la eficiencia tenemos que la
regla idénticamente nula, ψ(N, c) = 0 para todo juego (N, c) ∈ I(N), verifica la propie-
dad de no manipulabilidad y no verifica la eficiencia. Y si eliminamos la propiedad de no
manipulabilidad, existen multitud de reglas que verifican la eficiencia y no verifican la no
manipulabilidad, por ejemplo la regla de reparto proporcional a los costes individuales, que
dado (N, c) ∈ I le asigna a cada i ∈ N el valor

ψi(N, c) =
c({i})∑

j∈N c({j}) c(N).

3. REGLA PMC Y NO MANIPULABILIDAD

En esta última sección vamos a definir una propiedad de no manipulabilidad sobre la
clase de juegos de mínimo coste de almacenamiento y a caracterizar la regla PMC a través
de esta propiedad.

Definición 2 Una regla de reparto ψ sobre la clase de juegos de mínimo coste de alma-
cenamiento satisface la propiedad de N-No Manipulabilidad (PNNM) si para todo (N, c) ∈
MCA(N), y todo (L, c̄) ∈MCA(L) la siguiente condición se verifica. Si existe un conjunto
no vacío S ⊂ N e iS ∈ L tal que L = (N \S)∪{iS}, c̄L({iS}) = cN (S), y c̄L({j}) = cN ({j})
para todo j ∈ L \ {iS}, entonces

ψiS
(L, c̄) =

∑

k∈S

ψk(N, c).

Las reglas de reparto eficientes y N-No Manipulables satisfacen una importante propie-
dad, la cual dice que estas reglas asignarán un reparto a cada empresa i que dependerá, a lo
sumo, del coste total c(N), y del coste en la gran coalición de la propia empresa i, cN ({i}).
La propiedad es la siguiente:

Proposición 2 Sea ψ una regla de reparto sobre la clase de juegos de mínimo coste de
almacenamiento. Si ψ satisface la propiedad de N-no manipulabilidad y la propiedad de
eficiencia entonces para todo (N, c) ∈MCA y todo i ∈ N , ψi(N, c) sólo depende de cN (N)2

y de cN ({i})2.
Demostración. Sea (N, c) ∈MCA, i ∈ N y ψ una regla de reparto sobre la clase de juegos
de mínimo coste de almacenamiento. La demostración la haremos en dos partes, primero
probaremos que si ψ satisface la propiedad de N-no manipulabilidad entonces ψi(N, c) de-
pende a lo sumo de cN ({j})2 para todo j ∈ N , y después, utilizando este hecho, probaremos
que ψi(N, c) depende a lo sumo de cN ({i})2 y de c(N)2.



Supongamos que ψ satisface la propiedad de N-no manipulabilidad y que ψi(N, c) de-
pende de un parámetro ai, distinto de cualquier función de {cN ({j})2}j∈N , y de cN ({j})2
para todo j ∈ N . Es decir, se puede escribir ψi(N, c) como función de ai y de {cN ({j})2}j∈N

ψi(N, c) = f(ai, {cN ({j})2}j∈N ).

Ahora consideramos el juego (N, c) ∈ MCA y un juego (M, c̄) ∈ MCA de modo que existe
S ⊂ M e i ∈ N con N = (M \ S) ∪ {i}, cN ({i}) = c̄M (S), y cN ({j}) = c̄M ({j}) para todo
j ∈ N \ {i}. Como ψ satisface la propiedad de N-no manipulabilidad tenemos que

f(ai, {cN ({j})2}j∈N ) = ψi(N, c) =
∑

k∈S

ψk(M, c̄).

Modifiquemos sólo el parámetro ai por a′i y dejemos fijos {cN ({j})2}j∈N , así obtenemos
que f(a′i, {cN ({j})2}j∈N ) = ψi(N, c′) para algún juego (N, c′) tal que c′N ({j}) = cN ({j})
para todo j ∈ N. Si ahora consideramos el juego (M, c̄) de antes y aplicamos la N-no
manipulabilidad obtenemos que

f(a′i, {cN ({j})2}j∈N ) = ψi(N, c′) =
∑

k∈S

ψk(M, c̄).

Entonces
f(a′i, {cN ({j})2}j∈N ) = f(ai, {cN ({j})2}j∈N )

con lo cuál ψi(N, c) depende a lo sumo de los {cN ({j})2}j∈N .
Consideremos ahora el nuevo juego (L, c̄) ∈ MCA tal que L = {i, j}, c̄L({i}) = cN ({i})

y c̄L({j}) = cN (N \ {i}), aplicando la propiedad de N-no manipulabilidad tenemos que

ψj(L, c̄) =
∑

k∈N\{i}
ψk(N, c)

además ψ verifica la eficiencia, entonces

ψi(L, c̄) = c̄(L)− ψj(L, c̄) = c(N)−
∑

k∈N\{i}
ψk(N, c) = ψi(N, c).

Como L es un conjunto de 2 empresas tenemos que ψi(L, c̄) depende sólo de c̄L({i})2 y
de c̄L(L)2. Entonces ψi(N, c) depende sólo de cN ({i})2 y de c(N)2.

El siguiente paso es caracterizar la regla proporcional mínimo cuadrática (PMC) a través
de esta nueva propiedad.

Teorema 2 La única regla de reparto sobre la clase de juegos de mínimo coste de alma-
cenamiento que satisface las propiedades de N-no manipulabilidad y eficiencia es la regla
proporcional mínimo cuadrática, π.

Demostración. Es similar a la del Teorema 1 en juegos de inventario considerando ahora
cN y utilizando la proposición 2.

Esta caracterización está ajustada ya que si eliminamos la eficiencia tenemos que la regla
φ(N, c) = 0 para todo juego (N, c) ∈MCA(N), verifica la propiedad de N-no manipulabili-
dad. Y si eliminamos la propiedad de N-no manipulabilidad, existen multitud de reglas que



verifican la eficiencia, por ejemplo la regla de reparto proporcional a los costes individuales,
que dado (N, c) ∈MCA le asigna a cada i ∈ N el valor

φi(N, c) =
c({i})∑
∈N c({j})c(N).
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