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RESUMO

Consideremos una poblacién finita P, entendida como una realizacién de un
modelo de superpoblacién, y supongamos como modelo de superpoblaciéon un
modelo de regresion lineal con errores heterocedasticos. En este trabajo se es-
tudia el estimador de Chambers-Dunstan de la funcién de distribucién de las
poblaciones finitas, generadas a partir del modelo de superpoblacién indicado.
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1. INTRODUCCION

En poblaciones finitas, el estimador de Chambers y Dunstan (1986) es de gran utilidad
en el estudio de la funcién de distribuciéon de una variable, cuando ésta se relaciona con una
variable auxiliar a través de un modelo de regresion lineal homocedéstico. En este trabajo
proponemos una extensién del estimador de Chambers y Dunstan (1986) a modelos de
regresion lineal heterocedésticos con varianza del modelo desconocida, estimando la funcién
varianza no paramétricamente, de acuerdo a lo indicado en Carroll (1982). Se presentan
dos estimadores de la funcién de distribucién. El primero se construye a partir de los
estimadores de minimos cuadrados ponderados de los pardmetros del modelo y el segundo
utiliza los estimadores de minimos cuadrados de modelos homocedésticos; en ambos casos
se estima de forma no paramétrica la varianza. La muestra que se toma de la poblacion es
sin reemplazamiento.

El error de prediccién de estos estimadores es asintoticamente normal e insesgado y su
varianza asintética generaliza la obtenida por Chambers et al. (1992) para modelos de re-
gresién lineal homocedésticos como modelo de superpoblacion.

A continuacion, en la Seccién 2 se presentan los estimadores de la funcién de distribucién
basados en el modelo de regresion lineal heterocedastico, siguiendo la idea de Chambers y
Dunstan (1986). En esta seccién también se estudia su comportamiento asintético. Final-
mente, en la Seccién 3 analizamos el comportamiento de los estimadores propuestos sobre
una poblacién finita de plantaciones de cana de aztcar (Chambers y Dunstan, 1986).



2. EL ESTIMADOR PARAMETRICO DE CHAMBERS-DUNSTAN

Sea P el conjunto de enteros {1,...,N}, S un subconjunto de n-elementos de P y
P — S el complementario de S en P. Consideremos una poblacién finita P = {(Yx, Zx)},cp,
donde los valores zj, de la variable auxiliar X son conocidos para todos los elementos de la
poblacion y la variable Y se relaciona con X mediante el modelo

£:Yy =a+ frp+ = a+ P+ o(xy)er, (1)

siendo los ¢ variables aleatorias independientes, idénticamente distribuidas, de media cero
y varianza unidad, y los pardmetros del modelo (o, 3) y la varianza o?(x)) cantidades
desconocidas que se estimaran a partir de los datos muestrales. Las variables Y; sélo son
conocidas para los elementos de la muestra S = {(Y;, z;)} tomada aleatoriamente y sin
reemplazamiento de P.
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Los estimadores de a y 8 més utilizados en la literatura son los minimos cuadraticos,
estos estimadores son insesgados pero no de minima varianza cuando se trata de modelos
de regresion lineal heterocedasticos. Una modificacién adecuada consiste en tomar como
estimadores los que minimizan la expresion
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con pesos w; = 0*2(%’) Y Y = [ZiES U/irl ZieS wi Y5, Ty = [Zies wz'rl ZieS w;x; los
promedios ponderados en los elementos de la muestra relativos a las variables Y y X. En base
a las propiedades de consistencia de la estimacion de la funciéon de regresion, estimaremos
la funcién varianza por (Carroll, 1982)
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y denotaremos por &g y BE a los estimadores de o y 3, obtenidos al reemplazar o2(x) por
&i(m) en las correspondientes expresiones de & y Or.

Nuestro objetivo es estudiar la funcién de distribucién en la poblacién finita P,

Fn(t) = N"" Y I(Yi <) = (n/N)Fy(t) + (1 = n/N)F,(t) (5)
kepP
donde
Fo(t) =n"'> I(Y; <t)
E.(t) = (N —Zens)‘1 > I <)
jepP—S



Como F,(t) es conocido, el problema va a ser estimar F,.(t). Chambers y Dunstan (1986)
construyen un estimador para este término a partir de los residuos del modelo de super-
poblaciéon, considerando un modelo de regresién lineal heterocedastico con la varianza del
modelo conocida. Sin embargo, en la practica son pocas las ocasiones en que esta varianza
se conoce, por lo que trabajaremos con los residuos r; = Y; — &g — BExl Por lo tanto, el
estimador de Chambers y Dunstan respecto del modelo (£) es

F(t) =N {nFn(t) +(N - n)FA’T(t)}
t— OLE — ﬂExJ (6)
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con G(u) = nt Yiest (% < u) la distribucién empirica de los errores normalizados,
con funcién de distribucién G.

Trabajando con los estimadores de los parametros del modelo de superpoblacién ay, y B 7,
los cuales son insesgados pero no de minima varianza, el estimador de Chambers y Dunstan
resultante es

Ft)=N"N TV, <t)+ Y GL<tii( sz]> ; (7)
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con G’L(u) =n-1 Zies I(% <uw)y 7 =Y, —ar — Bin.

Comportamiento asintético

Notacion
Indicamos por a Ab el minimo de a y b. Sea g = G’ la funcién de densidad del error normali-
zado y Var{Y};} = o%(z}) la funcién varianza del error del modelo (£). Los puntos del disefio
{wk} tienen funcién de densidad d con soporte compacto I' y media y varianza asintéticas

fxd Ydz y 72 = [ (@ — py)?d(x)dz, respectivamente. Indicamos por W los pesos

f o~ x)dz, definiendo la media ponderada y Varlanza ponderada asintoticas de los pun-
tos del dlseno POr flyy = WL [wo™2(z)d(z)dz y 72, = W [ (2 — ppe)?0 2 (2)d(z)dz,
respectivamente.

Denotamos por:
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Resultados
Chambers y Dunstan (1986) probaron, bajo ciertas condiciones de regularidad, la norma-

lidad asintética del error de prediccién, considerando como modelo de superpoblacién un
modelo de regresion lineal heterocedastico pasando por el origen y con varianza conocida.




Ahora, estudiaremos el comportamiento asintético del error de prediccién {F(t) — Fn(t)}
del estimador de Chambers y Dunstan construido a partir de un modelo de regresion lineal
heteroceddstico con varianza desconocida (1) y estimada no paramétricamente, de acuerdo
a lo indicado en el apartado anterior.

Teorema 1 Bajo ciertas condiciones de reqularidad, se verifica
Vi { (1)~ Fy(t)} —a N(O, V), (8)
donde
V=A{Q- ) [L+BW " (U +r2us,) + LW 2 = LIsW 7,2 g
+ 11y / (1 = To2 e (T — fwe)) 0~ H(@)d(z)dz + I31s7,2 /(x — Yz )o () d(x)dx (9)
+F(1= NI}

Respecto al comportamiento asintético del error de prediccion del estimador de Chambers-
Dunstan, considerando los estimadores de minimos cuadrados de los pardmetros del modelo
de superpoblacién (§), {FL(t) — Fn(t)}, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 2 Bajo ciertas condiciones de regularidad, se verifica
\/E{FL(t) - FN(t)} —a N(0, V1), (10)
donde
V= {(1 - 1) [h + IS/ (1= 75 2o (x — p12))” 0% (2)d(x)der
13 [ @220 = o @d(w)ds
(1= 75 2@ — 1)) 75 (2 — )0 (2)d () da (11)
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3. ESTUDIO DE SIMULACIQN: POBLACION DE PLANTACIONES DE
CANA DE AZUCAR

Por similitud con las situaciones reales trabajaremos con una poblacion finita particular.
A continuacién comparamos las distintas versiones del estimador de Chambers-Dunstan para
estimar la funcién de distribucién de una poblacién finita que consiste en 338 plantaciones
de cana de aztcar. Los datos proceden de una encuesta realizada en 1982 sobre la industria
azucarera de Queensland. Se consideran tres variables de interés: Y7, cosecha total de cana;
Y5, ingresos brutos de la cana de azicar; Y3, gasto total de la plantacién. La variable auxiliar
X es el area asignada para la plantacion de cana. Vamos a tomar muestras de tamano n = 85,
obtenidas por muestreo aleatorio sin reemplazamiento. Este ejemplo préactico fue estudiado
por Chambers y Dunstan (1986).

Presentamos la aproximaciéon de Monte Carlo del error cuadratico medio del error de
prediccién en los cuartiles de la variable respuesta, para la distribucién empirica (F,(t) —
Fn(t)), para el estimador de Chambers-Dunstan F(t), (F'(t) — Fx(t)) v Fr(t), (FL(t) —
Fn(t)) estudiados en la seccién anterior, y ademads, para el estimador de Chambers-Dunstan



Y=COSECHA Y=INGRESOS Y=GASTO
Fy(t) 0249 0.500 0.749 0.246 0.497 0.746 0.246 0.497 0.746
MSE, 16.21 21.47 1540 15.13 20.37 14.78 15.83 2234 16.15
MSE.; 4610 1459 6.359 6.035 12.35 7.360 4.218 18.64 10.21
MSE; 4554 1195 5.043 6.48 9.661 6.190 4.169 14.63 7.165
MSE 4479 11.96 5.188 5.861 10.41 6.017 3.689 15.62 6.679

Tabla I. MSE x 10~*, aprozimado por Monte Carlo de (F,(t) — Fn(t)), (Fea(t) — Fn(t)),
(Fr(t) = Fn (1) y (F(t) — Fn(1)).

considerando como modelo de trabajo un modelo de regresién lineal homoceddstico (Feq(t) —
Fx(t)) (Chambers et al., 1992). Ahora la poblacién finita sobre la que se realiza el estudio
es fija, por lo que nuestro interés se centrara en el estudio del error de prediccién para esta
poblacién finita particular: E{(F(t) — Fx(t))%/P}.

Para la aproximacion de Monte Carlo se obtuvieron I = 1000 muestras iniciales de la
poblacién de 338 plantaciones de cana. En este estudio no sélo se tiene en cuenta el modelo
que genera la poblacion sino también el disenio con el que se toma la muestra. Entonces,
la aproximaciéon de Monte Carlo del error cuadratico medio del error de prediccién del
estimador de Chambers-Dunstan en esta poblacién finita es,

I
MSEa(t) = 13 (Fia®) — ()

J 1
MSE(#) ~ % > (Fio- FN(t))2 , (12)

si se toma Fq(t), F(t) o Fr(t) como estimador de Fy (t), respectivamente, en cada muestra
St (i=1,..,1).

La Tabla I muestra los resultados de la aproximacién de Monte Carlo del error cuadratico
medio del error de predicciéon. Nétese que el modelo de superpoblacién que genera la
poblacién finita presenta una heterocedasticidad moderada, o(x) = /2 (Chambers y Duns-
tan, 1986), lo que favorece la similitud de resultados entre los tres estimadores de Chambers-
Dunstan.

4. AGRADECEMENTOS

Este trabajo ha sido financiado por el Ministerio de Educacién y Cultura, mediante el
proyecto BFM2002-03213 (70% FEDER).

5. REFERENCIAS

R.J. Carroll, Adapting for heteroscddaticity in linear models, The Annals of Statistics,
10, 4, (1982), pp.1224-1233.



R.L. Chambers, A.H. Dorfman and P. Hall, Properties of estimators of the finite popu-
lation distribution function, Biometrika, 79, 3, (1992), pp.577-582.

R.L. Chambers and R. Dunstan, Estimating distribution functions from survey data,
Biometrika, 73, 3, (1986), pp.597-604.



