VI Congreso Galego de Estatistica e Investigacion de Operacions
Vigo 5-7 de Novembro de 2003

ESTIMACION DE LA SUPERVIVENCIA CONDICIONAL BAJO SESGO
LONGITUDINAL Y CENSURA TIPO |

Jacobo de Ufia Alvarez! y M2 del Carmen lglesias Pérez*

1Departamento de Estadistica e Investigacion Operativa
Universidad de Vigo

RESUMEN

De Ufa-Alvarez (2003) propuso un estimador de la funcién de supervivencia
bajo sesgo longitudinal y censura tipo I. En este trabajo se adaptan estas ideas
a la estimacion de curvas de supervivencia condicionales. El trabajo incluye el
estudio asintético de un nuevo estimador de la supervicencia condicional, asi
como una ilustracién con datos reales.
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1. INTRODUCCION

El andlisis de datos de duracion tiene interés en distintos campos aplicados, como la
biomedicina, la ingenieria, o la socioeconomia. En estudios de este tipo, la recogida de datos
se encuentra condicionada por problemas en el muestreo, tales como los ocasionados por los
fendmenos de censura y truncamiento. En este trabajo nos centramos en muestreos por corte
transversal; es decir, los periodos de duracién observados son aquellos que se encuentran “en
marcha” en un instante temporal, en el cual el observador llega al proceso. Este muestreo
por corte transversal provoca un truncamiento por la izquierda. Si de..nimos la variable
T como el tiempo transcurrido desde el evento inicial (diagnéstico, por ejemplo) hasta la
llegada del observador, entonces se observa la variable de interés Y siy solosi T - Y.
Cuando existe un limite temporal en el seguimiento del sujeto, se produce un riesgo de
censura por la derecha. Pongamos C =T +, donde ¢ es una constante positiva (conocida)
que representa la duracién del seguimiento. Entonces, se observa (T;Z; %) siysélosi T - Z,
donde Z =min(Y;C) y + = 1l¢y . cq- Esta es la situacion de censura Tipo | considerada por
Winter y Foldes (1988) y Wang (1991), entre otros.

Denotemos por F y L las funciones de distribucidon de las variables Y y T, respecti-
vamente. Cuando las variables T e Y son independientes, el estimador no paramétrico de
maxima verosimilitud de F es el estimador de Turnbull (véase Tsai et al. (1987)). Sin
embargo, cuando se tiene informacién auxiliar sobre L, se pueden construir estimadores
mas e..cientes. En particular, esta situacién es realista en el caso estacionario, en el cual
la incidencia de los eventos iniciales es constante a lo largo del tiempo. El interés de estas
aplicaciones ha sido destacado por distintos autores (Wang (1991), Asgharian et al. (2002)).
La estacionariedad del proceso subyacente indica que la variable T se encuentra uniforme-
mente distribuida, situacion que lleva a un modelo de sesgo longitudinal en la variable Y de
interés (Vardi (1982)):
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donde 1 denota la media de F. La ecuacion (1) permite introducir un estimador de F a
partir de un estimador de su distribucion sesgada por longitud F® (Asgharian et al. (2002),
de Ufia-Alvarez (2003)).

En la situacion descrita, es facil veri..car que
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Entonces, dados (T1;Z1;+%1); 5 (Th; Zn; tn) independientes e identicamente distribuidos,
con la misma distribucion que (T;Z;+) condicionada a T - Z, un estimador natural de
F esta dado por
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(de Una-Alvarez (2003)). El estimador B es una generalizacion al contexto de censura del
empirico en Vardi (1982), que resulta ser méas e..ciente que el estimador de Turnbull. En
comparacion con otras generalizaciones (Asgharian et al. (2002)), goza de forma explicita
simple, lo cual facilita su implementacion asi como el estudio de las propiedades asintéticas.
Un problema crucial es el de la extension del estimador (3) en presencia de covariables.
En este caso, se asume que el vector observable es de la forma (X;T; Z; ), donde X es un
vector de variables explicativas, y que aquél se observa cuando y s6lo cuando T - Z. En
este trabajo consideramos el problema de la estimacion no paramétrica de la funcién de dis-
tribucién condicional F(y j X) =P (Y - yj X =X) bajo la situacion de sesgo longitudinal y
censura Tipo | descrita arriba. Para ello, se propone una adecuada generalizacion del modelo
(Modelo 1) y el estimador en de Ufia-Alvarez (2003) para albergar el vector de covariables.
Como resultados principales, se prueba la consistencia uniforme del estimador introducido
(incluyendo o6rdenes de convergencia), asi como su normalidad asint6tica. Asimismo, se
demuestra que el nuevo estimador es (asintdticamente) maés e..ciente que el estimador condi-
cional en Iglesias-Pérez y Gonzéalez-Manteiga (1999), el cual no hace uso de la informacion
adicional sobre la distribucion de truncamiento. Por ultimo, se ilustra el nuevo estimador
utilizando datos reales.

2. DEFINICION DE UN ESTIMADOR DE LA SUPERVIVENCIA
CONDICIONAL

En esta seccion se revisa el modelo de censura y sesgo longitudinal en de Ufia-Alvarez
(2003), con el objetivo de de..nir un estimador de la funcién de distribucion (y supervivencia)
condicional. El modelo de sesgo longitudinal y censura tipo | con covariables (Modelo 2)
asume las siguientes hipotesis:

i) Y y T son condicionalmente independientes a X:

i) T j X = x se distribuye uniformemente en (0;¢ )

iyc=1 +y:

iv) 0 - amg Y br, - (L, (siendo ar, y bg, los extremos del soporte de F(y j X)) y ademas
existe 1p = " sdF(sjx)>0:

(Estas hipotesis se cumpliran para ciertos valores x que mas adelante precisaremos).



Bajo las hipdtesis i)-iv) se veri..ca que:
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donde w (s) = slgs<;g + ¢ 1gs_.g- (NOtese que w(y) = yp(y) siendo p(y) la funcién de..nida
en (2). Notese también que (4) implica ag,, = ap,, ).
La relacion (4) permite escribir F(y j X) como funcién de cantidades estimables, en la
forma siguiente:
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Si la covariable X es continua, un estimador razonable de Hf (y j X) es el estimador no
paramétrico con pesos de Nadaraya-Watson, dado por:
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siendo K una funcién nucleo y h el parametro ventana.
Entonces, teniendo en cuenta (5) y (6), y sustituyendo HY (y j X) por IQf (y j X) en dichas
expresiones, podemos de...nir un estimador de F(y j X) que resulta ser:
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donde w(Zj) = Zj, si Zj < ¢ yw(Zj) =¢, 81 Zj . ¢.
A partir del estimador Fp,(y j x) se de..nen, de forma inmediata, (entre otros) estimadores
de:
1. La funcién de supervivencia condicional S(y jx) =1 j F(yjXx):
Sh(yix)=11iFalyjx):
2. La funcién de regresion F(y jx) = E(Y j X =X):
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3. La mediana condicional Me(y jx) =inffy: F (yjx) . 0:59:
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3. PROPIEDADES DEL ESTIMADOR

En la demostracion de los resultados de esta seccion, se utilizan las siguientes hipotesis:
(H1) X es una variable aleatoria real y absolutamente continua.

Sean M(X) =P (X - X)yM(X) =P (X - xjT - Z). Denotaremos por my m“ a las
densidades asociadas a M y M*"; respectivamente.
(H2)a) Sea | = [X1;X2] un intervalo contenido en el soporte de m®, veri..cando que existe
un entorno I =[xy j ;X2 + 1] con £ > 0 tal que:

O<°=inf M (X):x2 ] <sup[mX):x21] =ji<d

yo<tj<l.
b)Ademas, para todo x 2 l.; se veri..ca:

1) Las hipdtesis i)-iv) del Modelo 2.

2) Existe a>0 tal que a - ag,:
(H3) Las funciones m(x) y g tienen primera derivada respecto a x continua en 1. y
F (y j X) tiene primera derivada respecto a x continua y acotada en (y;x) 2 [0; 1) £ I.:
(H4) Las funciones m(x) y 1 tienen segunda derivada respecto a x continua en 1. y
F (y j X) tiene segunda derivada respecto a x continua y acotada en (y;x) 2 [0; 1) £ I.:
(H5) La funcion nudcleo K, es una funcion de densidad simétrica, que vale 0 fuera del
intervalo (ij1;1) y su variacién total estd acotada por , < +1.:
(H6) El parametro ventana h = (hy) veri..ca: h ¥ 0; Inn=(nh) ¥ 0y nh®=Inn = 0O(1):

Teorema 1 (Orden de convergencia uniforme fuerte) Asumiendo un Modelo 2 y bajo las
hipotesis H1-H6 se veri..ca: .
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Demostracién. Se obtiene a partir de la descomposicion:
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sin mas que tener en cuenta: la existencia de 1¢_, la a~cotacic’)n a<w(y)<g¢ paray _ a,y
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((8) es consecuencia del Lemma 5 en Iglesias-Pérez y Gonzalez-Manteiga (1999)).

Teorema 2 (Normalidad asint6tica) Asumiendo un Modelo 2 y bajo H1-H6 se veri..ca:
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siendo ©(u) =111 [F (yju) i F(yjx)]:y
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Demostracién. La siguiente descomposicion:
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y el resultado pnhsz =o0(1) cs: &)onSﬁcuenua de (8)) impligan la igualdad de las distribu-
ciones asintéticas de las variables  nh Fn(yjx) i F(yjx) y nhSy.

El estudio de la distribucién limite de = nhS; se realiza siguiendo el mismo esquema que
el utilizado en la prueba del Corolario 3 en Iglesias-Pérez y Gonzalez-Manteiga (1999). Para
ello resulta de interés notar que:
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y, ademas considerar las funciones:
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Teorema 3 (E..ciencia) Bajo las condiciones del teorema anterior, paracadax2 l ey _ a
se tiene que %2 (y j X) - s?(y j X); siendo

. K
Li Fyix)?
m=(x)
la varianza del estimador limite producto generalizado para F (y j X), propuesto en Iglesias-

Pérez y Gonzalez-Manteiga (1999) para el caso general de datos censurados y truncados con
covariables.
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Demostracién. Bajo las hipotesis de este trabajo se tiene que
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Ello conduce a la equivalencia entre s? (y jx) j %2(yjx) . 0y D _ 0, siendo
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Finalmente, la prueba de que D _ 0 es analoga a la demostracion del Teorema 3.5 en de
Ufia-Alvarez (2003), sin méas que tener en cuenta que w(y) es una funcién no decreciente.

4. APLICACION PRACTICA

Hemos aplicado el estimador condicional propuesto a los datos de supervivencia de diabe-
tes mellitus en Dinamarca, recogidos en Green et al. (1981). Estos datos se discuten con
detalle en Andersen et al. (1993) y un analisis condicional se muestra en Iglesias-Pérez
(2003). Los andlisis realizados son consistentes con investigaciones previas, pues muestran:
una supervivencia relativa hombre-mujer inferior a uno (cuyo grado y evolucion dependen
de la edad de diagnéstico), asi como una fuerte incidencia de la edad de diagndstico en la
supervivencia (el diagnéstico a edades tempranas se asocia con una supervivencia menor).
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