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RESUMEN

Los Autématas Celulares (ACs) se utilizan como modelos discretos de procesos
complejos en las dreas de investigaciéon computacional, fisica, quimica, social y
biolégica; se caracterizan por estar formados por una poblaciéon de agentes o
células que interactian localmente cambiando sus estados y produciendo confi-
guraciones globales de dificil prediccién. El punto de vista que se trata aqui es el
de considerar los ACs como modelos estocésticos para el andlisis estadistico de
datos espacio-temporales, centrando el estudio sobre los estimadores de maxima
verosimilitud y sus propiedades.
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1. INTRODUCCION

Introducido por John von Neumann (von Neumann, 1966), un AC se compone de un
cierto niimero de objetos o células que interactiian localmente y que podemos imaginar
situados en puntos de la recta o del plano. Cada una de estas células se encuentra en cada
momento en uno de los estados internos del conjunto FE, evolucionando éstos en tiempo
discreto segin una regla de transicion local que hace depender el estado de un objeto en
el momento ¢ del estado de sus vecinos y del suyo propio en el momento anterior t — 1. Si
bien la dindmica de un AC estd determinada por reglas que actiian sincrona y localmente,
la observacién en conjunto de estos objetos interactuantes, como un todo, permite apreciar
el surgimiento de estructuras y comportamientos globales emergentes, que dificilmente se
pueden prever a partir de las especificaciones locales.

La interaccién de multiples agentes intercambiando informacién localmente es frecuente
en muchos ambitos de la naturaleza, cualquiera que sea la escala de observaciéon. No es
pues de extranar que los ACs se utilicen como modelos formales en la simulacién de pro-
cesos espacio-temporales. Es especialmente extensa la literatura sobre su aplicacion a pro-
cesos fisicos y quimicos (Vichniac, 1984; Wolfram, 1986; Gerhardt et al., 1989), biolégicos
(Hogeweg, 1988; Luthi et al., 1998) o sociales (Couclelis, 1985; Deadman et al., 1993).

Ante un AC, la primera pregunta que se plantea es como seran sus configuraciones
globales una vez transcurrido cierto tiempo y qué propiedades macroscépicas cualitativas y
cuantitativas se podran observar. Después de muchas simulaciones con ordenador de mo-
delos deterministas, Wolfram (1984) consiguié fijar cuatro clases de comportamiento bien
diferenciado. En la clase I, la configuraciéon global tiende a un patrén espacialmente ho-
mogéneo, independientemente del estado inicial; la clase II la forman los ACs que alcanzan



un estado estable formado por estructuras periddicas espaciales; los que conforman la clase
IIT siguen una dinamica cadtica, por lo que pueden utilizarse como generadores de niimeros
seudoaleatorios, tal como hace el Mathematica (Wolfram, 1996), el cual, por otra parte, ha
sido el entorno de programacién y simulacion utilizado en este trabajo; por 1ltimo, son los
autématas de la clase IV los que presentan estructuras méas complejas, habiéndose conjetu-
rado que estos ACs son capaces de ejecutar tareas computacionales equivalentes a las que
realizan las mdquinas de Turing (Wolfram, 1984). Como se verd, en los ACs estocdsticos
volveran a aparecer algunas de las caracteristicas asociadas a las clases I, 1T y III.

2. AUTOMATAS CELULARES ESTOCASTICOS

En general, un proceso estocdstico espacio—temporal es una familia X = {X;; : i €
S, j € N} de variables aleatorias definidas sobre un mismo espacio probabilistico (€2, B, Pr).
La variable X; ; se asocia a la célula o localizacién ¢ del espacio S, finito o infinito, y al
instante j de una escala temporal que aqui se supondrd discreta. Todas las variables X; ;
son susceptibles de tomar valores en lo que se llamara conjunto de estados E = X; ;(2). En
ocasiones serd util hacer referencia a subprocesos de X; por ejemplo, X4 ; = {X;; :i € A}
da cuenta de la configuracién del subespacio A C S justo en el instante j € N; también, si
se hace N, = {0,1,...,k}, Xan, = {X;, 7€ A, j € Ny} se referird al proceso temporal
multivariante de los estados de las células en A desde el momento inicial j = 0 hasta j = k;
casos particulares son X; n, y Xg n,. Como suele ser habitual, la misma notacién, pero
en minusculas, servird para indicar realizaciones de estas mismas familias de variables. En
general, se identificarda por f a la funcién de probabilidad de cualquiera de los subprocesos
anteriores, quedando claro del contexto a cudl de ellos se refiere. Finalmente, dos variables
Xi ;v Xi v se dird que son contempordneas si j = j'.

Un autémata celular estocdstico (ACE) se caracteriza por el hecho de que el estado de
la célula en i € S en el instante j > 0 depende de los estados de las células vecinas a i en el
momento j — 1. En general, la vecindad de i vendra dada por un conjunto no vacio V; C S,
llamandose a V = {V; : i € S} esquema de vecindad del ACE; por ejemplo, si S es un espacio
métrico de distancia d, podemos definir, para un radio r fijo, V; = {u € S : d(i,u) < r}. Se
puede ya definir un ACE:

Definicién 1. El proceso estocdstico espacio—temporal X es un ACE si para cada sitio ¢ del
espacio finito S y cada instante j > 0, la distribucion de la variable X; ;, condicionada a toda
la historia anterior, Xs N;_,, y a las otras variables contempordneas, Xg\(;},j, €s igual a la
distribucion de X; ; condicionada al estado de su vecindad en el instante anterior, Xv; j_1.
Mas formalmente,

f(wij | Xs,8, 1 Xs\fiy.5) = f(@ij | xv; 5-1), Vi € 5,5 € N,

Estas probabilidades condicionadas, o reglas de transicién local, junto con la distribucion
inicial f(xg,) determinan la dindmica del ACE.

Si un ACE de | S | células es observado hasta el momento k € N*, el siguiente resultado
permite factorizar la distribucién de los datos observados:

Proposicién 1. Sea X un ACE y considérese el subproceso Xg v, , entonces su funcion de
probabilidad marginal serd

k
Fxsn) = f(xs0) - [T T (@i | %vis-1)- (1)

i€sS j=1



Visto desde otra perspectiva, el ACE define un proceso temporal multivariante:

Proposicién 2. Sea X un ACE. La sucesion de variables aleatorias (Xs,0,Xs,1,Xs,2; - )
es una cadena de Markov de estados en E!S!.

En general, el nimero de estados de la cadena de Markov es potencialmente enorme, de
forma que el célculo de la matriz de transicién se hard impracticable; por ejemplo, un ACE
de | S |=50 células y | E |= 2 estados dard lugar a una matriz de orden 2°° ~ 10'°. Aunque
sea dificil el cdlculo de la distribucién estacionaria, f(xs o), interesa el siguiente resultado:

Proposicién 3. Sea X un ACE con conjunto de estados E finito. La cadena de Markov
(Xs,0,X5,1,Xsg,2,...) es ergddica si la regla de transicidn cumple la condicién de positividad,
f(@ij | xv, j-1) > 0,Vi,j.

Si la regla de transicion local se especifica de forma paramétrica, lo que interesa a efectos
de estimacién, podemos utilizar la notacién f(x; ; | xv; j—1;0), siendo 6 el vector paramétrico
correspondiente.

Para concretar, se realizard el estudio sobre un ACE de estados binarios que se lla-
marad logistico, el cual se construye en los términos que se indica a continuacién. El conjunto
de estados es F = {0,1} y las células se sitian sobre los puntos S = {1,2,...,m} de la
recta entera; el esquema de vecindad es el llamado de radio unidad, V; = {i —1,4,i+ 1} para
i=2,...,m — 1, uniendo los extremos de forma que V; = {m, 1,2} y V;,, = {m — 1,m, 1}.
Finalmente, la distribucién condicionada de probabilidad que define la regla de transicién
local, y que depende del vector paramétrico 6 = («, 3) es

exp(zj - (a0 + B+ si5))
1+ exp((a+8-sij))

flaij | xv, j-1;0,8) = :
siendo z; ; € {0,1} y sij = >_,cy, Tu,j—1. Tomando ahora en consideracién la factorizacién
(1), la log-verosimilitud de la muestra xg y, viene dada por

k k k
Uxsny; 00 ) =Inf(xs0)+ad > @ij+BY > xijsij— Y Y In(l+expatfBsi;)),

i€S j=1 i€S j=1 i€S j=1

de donde los estimadores de méaxima verosimilitud se obtienen haciendo

(d76) = arg{néﬁ)ie(xs,]\/k;aa ﬁ)

3. APLICACION A DATOS SIMULADOS

En la figura 1 se representan nueve simulaciones para distintos valores de (o, 3); en todos
los casos, el tiempo transcurre de izquierda a derecha, partiendo de un mismo estado inicial
generado de forma aleatoria, siendo el esquema de vecindad y la regla de transicion local las
descritas en la seccién anterior. Como se puede apreciar, el simple cambio de los parametros
provoca en el ACE comportamientos dindmicos cualitativamente muy diferentes. Los casos
a) y b) tienden rdpidamente hacia configuraciones homogéneas con todas las células a 0
6 1; el caso ¢) presenta un comportamiento casi ciclico, donde se alternan configuraciones
con amplias zonas homogéneas separadas por vetas; el caso d) es singular, con a« = 8 = 0,
ignora las dependencias locales, siendo el cuadro que presenta aleatorio, uniforme y falto de
correlaciones entre las variables; los casos e) y f) presentan clisteres espaciales en los que
pueden dominar células en estado 0 ¢ 1; finalmente, g), h) e i) pueden ser quizas los casos



b) (2, 5)

g9) (-1, 0.7) h) (-2.7,1.8) i) (-4.5, 3)

Figura 1: Diferentes simulaciones del ACE logistico para distintos valores del par paramétrico
(cr, B). Puntos negros representan células en estado 0, puntos blancos en estado 1.

mas interesantes, toda vez que la formacion de clisteres espacio—temporales, con sus bordes
mas o menos nitidos, dan fe de cémo las interacciones que actiian a nivel local provocan
estructuras globales.

En la figura 2 se representa una porcién del plano paramétrico R? en el que toma valores
el vector paramétrico («, 3); las etiquetas 0, 1, 2 y A estan colocadas sobre puntos en los que
se han realizado simulaciones y tienen la siguiente interpretacion: 0 si la dindmica converge
rdpidamente a una configuraciéon homogénea cuasi-deterministica en la que précticamente
todas las celdas estan en estado cero, como por ejemplo el caso del apartado a) de la figura
1; etiqueta 1, cuando las células convergen al estado uno, como el b) del ejemplo; etiqueta 2,
para comportamientos ciclicos de periodo dos, los tinicos observados en este modelo, como
en el caso ¢); finalmente, la etiqueta A, para aquellas dindmicas menos predecibles, més
aleatorias, de mayor interés para la modelizacién estadistica. Se observa que amplias zonas
del plano se asocian a dindmicas cuasi-deterministas (0, 1 y 2), separadas entre si por la
regién de dindmica aleatoria (A) con forma de horquilla.

Es bien conocido que bajo determinadas condiciones, los estimadores de maxima vero-
similitud son asintéticamente eficientes y normales (Dudewicz, 1976; Rao, 1973), lo que en
el caso del ACE se reduce a (&, 3)” < N((a, 8)T,I (e, B)), siendo I~} (a, 3) la matriz de
informacién de Fisher, cuyo resultado exacto no serd conocido, pero que habitualmente se
sustituye (method of scoring) por la matriz de informacién muestral, la cual en el caso que
nos ocupa, y al no disponer de muestras independientes del mismo proceso espacio-temporal,
toma la forma

M~Y(&, ) = < (2)

2 . A A 2 5. B
—f?lllf(XS,Nk;OZ?ﬁA) _(ﬁ?lnf(Xs,Nk;Oé;Aﬂ) .
—&‘i—éﬁlnf(xs,Nk;@ﬁ) _fﬁlnf(xst’“;&’ﬁ)

Puesto que la matriz muestral xg n, guarda las observaciones correspondientes a una
inica realizacién del proceso espacio-temporal, desde la etapa inicial 0 hasta la k-ésima, que
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Figura 2: Etiquetas mostrando las dindmicas obtenidas simulando los modelos con diferentes
pares paramétricos. Ver el texto para su interpretacion.

| (@B [ Ea&p [ Ve | VA | Covla,fg] |
(-8.0,-5.0) [ (-22.10, -12.77) | 146.46 | 44.98 -80.45
(-7.67, -21.23) 1.39 16143.9 -1.38
(-2.7,1.8) (-2.71,1.80) | 0.020 | 0.006 -0.010
(-2.75, 1.79) 0.013 0.005 -0.007

Figura 3: Comparacién de los momentos de los estimadores obtenidos por el método de
Montecarlo y mediante la matriz de informacién muestral, correspondientes a los modelos
a) y h) de la figura 1.

marca el final del periodo de observacién, el tamafio muestral es la unidad, siendo el caso
que sus componentes estan sometidas a un cierto esquema de dependencia estocastica. Se
plantea hasta qué punto es valida bajo estas circunstancias la aproximacién a los momentos
de segundo orden de los estimadores mediante la matriz de informacién muestral. El método
de Montecarlo que se ha seguido consiste en realizar multiples simulaciones del ACE para
valores a y ( fijados de antemano, obteniendo en cada caso sus estimadores & y B por el
método de Newton-Raphson; con todos los estimadores calculados se procede a evaluar su
media y matriz de covarianzas muestrales, disponiendo as{ de sendos estimadores para E|[d],
E[3), V]a], V[B] y Covld, f], que luego se compararan con los obtenidos invirtiendo la matriz
de informacién muestral (2). Adicionalmente, la normalidad de los estimadores Montecarlo
se contrast6 con el método grafico gamma-plot (Johnson et al., 1998).

Las estimaciones se han realizado con diferentes nimeros de etapas. A titulo de ejemplo,
la figura 3 tabula los resultados obtenidos para los pares paramétricos correspondientes a
los casos a) y h) de la figura 1.

Para cada par paramétrico se tabulan, en la fila superior, la media, varianzas y covarian-
za obtenida de los 30 estimadores obtenidos por el método de Montecarlo con simulaciones
de k = 45 etapas, |S| = 50 celdas y radio de vecindad r = 1; en la fila inferior, se muestran
los resultados correspondientes a una sola estimacién, tomada al azar de las 30 disponibles,
primero los estimadores & y [3 v luego las varianzas y covarianza estimadas mediante la inver-
sién de la matriz de informacién muestral. Se observa que en el caso («, §) = (—8,0; —5,0),
una tipica situacién de dindmica cuasi-determinista, los resultados difieren para ambos méto-
dos de evaluacién, lo que no sorprende habida cuenta de que amplias regiones del plano



paramétrico imponen comportamientos espacio-temporales précticamente indistinguibles,
lo cual permanece valido para las zonas que se vislumbran con las etiquetas 0, 1 y 2 de la
figura 2. En el caso (o, 8) = (—2,7;1,8), donde el comportamiento azaroso es mas evidente,
se observa que los momentos muestrales de ambos métodos son méas cercanos, y de hecho
se aproximan tanto mas cuanto mayor sea el nimero de etapas simuladas; esto mismo se
observa para otros pares paramétricos pertenecientes a la zona de la figura 2 marcada con
etiquetas A.

4. CONCLUSIONES

Las simulaciones sugieren que la distribucién conjunta de los estimadores & y B del ACE
logistico se puede considerar, a efectos de contrastes, aproximadamente normal de media
(o, 3) y matriz de covarianzas M ~1(&, [A?), siempre que el par paramétrico del modelo que
ha generado los datos se encuentre en una determinada zona del plano, que aqui se ha lla-
mado aleatoria y a la que pertenecen los puntos con la etiqueta A de la figura 2. Fuera
de esta zona, y debido a que amplias regiones de R? producen el mismo comportamiento
espacio-temporal caracterizado por una dindmica practicamente determinista y predecible,
la conclusién anterior ya no se puede mantener; por otro lado, estos comportamientos cuasi-
deterministas carecen de interés desde el punto de vista del andlisis estadistico. La riqueza
de comportamientos que el ACE aporta tan sélo variando sus valores paramétricos invi-
ta a considerarlos como procesos estocésticos para el ajuste de datos espacio-temporales,
bien ampliando sus reglas de transicion local a otras distribuciones, bien aumentando la
dimensionalidad del espacio S, con vistas a su utilizacién con datos geograficos.
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