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RESUMO

O uso do xerador de nimeros aleatorios de Excel resulta util para simular prob-
lemas de probabilidades. Neste traballo revisamos dous problemas clasicos de
célculo de probabilidades: a Agulla de Buoon e a Paradoxa de Bertrand. Con
..ns didacticos realizamos unha pequena simulacién en Excel que permite resolver
de forma practica os dous problemas presentados.

1. INTRODUCCION

Un paso clave en simulacion € ter rutinas que xeren variables aleatorias con distribucions
especi..cas: exponencial, normal, etc. Isto faise en duas fases. Primeiro xérase unha secuen-
cia de nimeros aleatorios distribuidos uniformemente entre 0 e 1, e despois esta secuencia é
transformada para obter os valores aleatorios das distribuciéns desexadas.

As follas de calculo, coma por exemplo Excel, son capaces de xerar numeros aleatorios
cunha distribucion uniforme no intervalo [0,1]. Este tipo de nUmeros aleatorios son 0s
elementos bésicos a partir dos que se desenvolve cualquera simulacion por ordenador.

En Excel é posible obter un nimero aleatorio con distribucion uniforme en [0,1] usando
a funcién ALEATORIO(). Esta funcion é volatil en Excel. Isto signi..ca que cada vez que
pulsamos a tecla F9 todas as celas donde apareza a funcion ALEATORIO() son recalculadas
de forma automatica. Pddense atopar exemplos do uso desta funcién no propio mend de
axuda de Excel ou en Pérez (2002). Por exemplo, para xerar un ndmero aleatorio no intervalo
[a; b] pddese usar a funcién a+ALEATORIO()*(b-a).

Os numeros xerados coa funcion ALEATORIO() cumpren as siguintes propiedades:

- calquera nimero entre 0 e 1 ten a mesma probabilidade de ser xerado (de ai 0 nome de
distribucién uniforme).

- os diferentes ndmeros xerados son estatisticamente independentes uns dos outros, é
dicir, o valor do ndmero xerado nun momento dado non depende dos valores xerados con
anterioridade.

Neste traballo utilizaremos o xerador de numeros aleatorios de Excel para resolver de
forma empirica dous problemas clasicos de calculo de probabilidades: a Agulla de Buzon e
a Paradoxa de Bertrand. Cremos que este procedemento de simulacion en Excel aplicado a
este tipo de problemas con distintos graos de di..cultade resulta satisfactorio a nivel didactico
para explicar célculo de probabilidades.



2. A AGULLA DE BUFFON

A Agulla de Bugon é un problema clasico de probabilidades xeométricas (ver por exemplo
Feller 1978). Supofiamos que se lanza ao azar unha agulla de lonxitude | sobre unha mesa na
que estan trazadas rectas paralelas distanciadas esa mesma lonxitude I. Tratase de calcular
a probabilidade de que a agulla corte a algunha das rectas.

Denotemos por A o suceso de interese. A posicion da agulla queda determinada polo
angulo que forma coas rectas paralelas e 0 seu punto medio. Sexa | ese angulo e r a distancia
entre o punto medio da agulla e a recta mais proxima. Estéa claro que os posibles valores de
estan no intervalo [0; %] e os de r en [0; 0:51]. Dado un valor ..xado da distancia r, os angulos
que resultan favorables ao suceso A son os y tales que 0:51sinp _ r. Por un razoamento de
probabilidades xeométricas podese concluir que

Ry, .

P (A) = 0 0:5l sin pdy _ 2,
0:51% Y

Para calcular de forma empirica a probabilidade do suceso A simularemos en Excel o
experimento un ndmero elevado de veces e calcularemos a proporcion de veces que ocorre.
Por simplicidade na programacién pofiemos | = 1. Para sortear unha agulla abonda con
simular de maneira aleatoria a posicion dun dos seus extremog Xini € 0 angulo A que forma
coas rectas paralelas. Simulamos 0s extremo Xini = X&,;;X2,; con dous nimeros aleatorios
independentes uniformes no intervalo [1;4]. O angulo A simulase como un nimero aleatorio
uniforme no intervalo [0; 2%]. Desta maneira as coordenadas do outro extremo da agulla son

_i1.2¢_i1.2¢ A-cin A -
Xfin— Xfin-Xfin —_ Xini,Xini +(COSA,S|nA)

Unha vez simulada a agulla, de..nimos a variable binaria

8 1 1
< 1 se[Xjnl i [Xsin] €0
d= _ ;
0 se [Xilni i [X%in] =0

onde [t] representa a parte enteira dun niimero. O suceso A ocorre sempre e cando d = 1.

Repetindo o proceso un nimero elevado de veces obtemos unha estimacion de P (A)
promediando os valores da variable d. Na Figura 1 aparecen varias simulaciéns gra..cas do
experimento.
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Figura 1. Gra..cos xerados en Excel para o problema da Agulla de Buzon.



3. A PARADOXA DE BERTRAND

A Paradoxa de Bertrand serve para ilustrar o feito de que como se de..na o espacio
mostral dun experimento aleatorio condiciona o resultado do célculo de probabilidades (ver
por exemplo Rohatgi 1976). O problema consiste en, dado un circulo de radio unidade e
unha corda sorteada ao azar nese circulo, calcular a probabilidade de que a lonxitude da
corda sexa maior ca do lado do triangulo equilatero inscrito no circulo.

Este problema pode ser resolto de varias formas. Dependendo de como se interprete o
caracter aleatorio no sorteo da corda, as probabilidades obtidas son diferentes. Explicaremos
e simularemos en Excel ddas soluciéns para este problema. Sexa B 0 noso suceso de interese.

Solucién 1. Unha corda no circulo queda determinada por dous angulos pi, p2 2 [0; 2%).
Supofiamos, por simetria, que o valor de |1 esta ...xadop_Ent()n para que a lonxitude da corda
sexa maior ca do lado do triangulo (esta lonxitude € * 3), o angulo p, ten que pertencer ao
intervalo [2%=3;4Y%=3]. Asi P (B) = (4%=3 j 2%=3)=(2%) = 1=3:

Solucién 2. Cada punto no circulo determina unha Unica corda. Abonda con considerar
que dito punto é o punto medio da corda. Os puntos favorables para o suceso B son os que
distan do centro do circulo menos que 1=2. Polo tanto P (B) =% (1:2)2 =Yy = 1=4:

Podemos resolver este problema tamén de forma empirica simulandoo en Excel. O mecan-
ismo utilizado para simular as cordas sera o que determine se nos atopamos no esquema da
solucién 1 ou no da solucién 2.

Simulacién da solucién 1. Para simular unha corda xeramos de forma independente
dous angulos p; e g uniformemente no intervalo [0; 2%4).

Simulacion da solucion 2. Simulamos puntos no circulo de maneira uniforme. Para
isto utilizamos o algoritmo de aceptacion-rechazo, cos seguintes pasos:

1. Simular independentemente c¢; e ¢, de acordo a unha distribucion uniforme
no intervalo [j1;1].

2. Se ¢ +c3 < 1, utilizar como punto central da corda ¢ = (c1; ;). Noutro caso
voltar a 1.

Dado o punto ¢ no circulo, os én&ylos que determinan a corda que terj3 ¢ por punto
medio son |y = arctancy=c; j arccos c7 +C3 e [ = arctancp=c; +arccos 3 + c3.

En ambas as duas propostas, o suceso B ocorre cando a variable d toma o valor 1, sendo
Y

g= 1 se(cosps i cospz)” + (sinpy i sinpz)” >3
0 se (cospi i cosp2)2+(sin M1 i sin uz)2 -3

Repetindo o proceso un namero elevado de veces e promediando os valores da variable
d teremos estimaciéns empiricas para P (B). Nas Figuras 2 e 3 aparecen catro realizacions
do experimento para cada unha das solucions propostas.
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Figura 2. Gré..cos xerados en Excel para a Solucion 1 da Paradoxa de Bertrand.



Figura 3. Gra..cos xerados en Excel para a Solucion 2 da Paradoxa de Bertrand.
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